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摘 要 : 实验误差分析是实验教学中的一个重要环节
,

但学生常因对误差概念理解不透彻而得出错误的实验结

果
。

针对这一问题
,

提出从实验测量的角度帮助学生理解误差统计规律
,

并根据多年的实验教学经验
,

对实验

误差处理中的概念及意久作了分析
。
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01 外以

实验误差是实验测量的客观结果
,

实验教学过

程必须在指导学生尽可能地减小系统误差和过失误

差的基础上
,

教导学生运用正确分析随机 (偶然 )

误差的科学方法
,

学习正确分析实验误差来源从而

找出最佳的实验 (观测 ) 条件
,

同时学会对实验结

果的正确评估和描述
。

通过采用正确的数据处理分

析
,

从误差中发现实验问题
,

提出实验改进方案
。

根据定义
,

误差 即为
“

测量值与真值之差
” ,

真值是指某物理量客观存在的确定值
。

依此定义
,

学生可能会提出这样的疑问
:
如果已经知道被测对

象的真值
,

实验测量的 目的是什么 ? 事实上
,

真值

通常是未知的
。

我们只能获得实验测量值
,

那么误

差分析的意义是什么? 教师必须使学生明白实验数

据的处理与分析的目的是通过运用规范的实验数据

(统计 ) 分析方法
,

从多次的测量数据中
,

估算出

最接近真值的实验测量结果及其可信度
,

并探讨实

验误差的可能来源
。

使学生认识到实验误差的存在

客观性
,

从而理解实验误差不能成为实验成败的判

据
。

随机误差 (偶然误差 ) 由某些不易控制的因素

造成的
,

但若对某一量值进行足够多次的等精度测

量
,

就会发现随机误差服从统计规律 (高斯分布或

正态分布 )
,

误差的出现完全由概率决定
。

实验数

据的处理与分析探讨如何降低随机误差的最有效方

法
。

可以通过设计适当的实验测量对象
,

并对其进

行大量重复测量分析 (在相同的实验条件下 )
,

使

学生对测量误差的统计分布规律有更直观的认识
。

l 平均值和标准偏差的意义

实验误差分析是本科实验绪论课的主要内容
,

一方面
,

由于低年级学生对概率统计了解不多
,

从

而实验测量值分布规律遵从高斯函数的
“

理论解

释
”

是教学难点之一 ; 另一方面
,

正确认识
、

理解

实验测量的高斯分布是正确运用实验数据处理方法

及合理的实验结果描述的基础
。

为此
,

实验课程教

师都想方设法采用
“

生动
” “

直观
”

的理论语言对

这一概念作出
“

最清晰
”

的解释仁
’ 〕

。

事实上
,

教师

应该尝试在实验课程教学过程中有意识地引导学生

从实验的角度认识规律
,

这本也应该是实验课程的

教学目的之一
。

不要过分依赖于理论推倒
,

特别是

对一些首次出现的关键性概念或对实验现象的观

测
。

为了解决上述教学问题
,

教师可以从硬件和软

件两方面寻找教具
。

硬件上
,

可以选择
“

G 一 M 计

数及统计分析
”

实验项 目为实验误差理论分析的
“

课件
” ,

通过采用自动控制数据采集并对实验数据

进行实时处理显示
。

通过这一实验演示
,

配合教师

堂上讲解
,

帮助学生直观地理解实验测量的统计规

律
,

同时也使学生对实验课程的学习方法有 了初步

的认识
。

软件方面
,

采用计算机模拟方法
,

编程

(或直接使用专业软件平台 ) 模拟物理量测量过程
,

并对
“

测量
”

结果实时统计处理
、

显示
。

总之
,

实

验课程的教学问题尽量通过实验操作来解决
。

在认识测量统计分布规律的基础上
,

更为重要

的是理解平均值 无 和标准偏差
。
的意义

。
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“

测量
”

结果可得
:
测量平均值 无是最可几实验值

,

越

偏离 无的测量值出现的几率越小
。

从而也说明
:
测量

偏差是实验测量的客观事实
。

通过简单的数学运算

可得出
:
测量值出现在 无 + a > x > 无 一 。

范围内的

几率为 68
.

3% ; 无 + 2。 > x > 无 一 2。 范围内的几率

为 95
.

4% ; * + 3 。 > 劣 > * 一 3 。
范围内的几率为

99
.

7% 等等
。

通常
,

为提高实验测量精度
,

实验教

科书还介绍多种剔除误差较大实验值的判断方法
。

对于这一
“

技术
”

问题
,

教师应帮助学生 正确理

解
、

运用这些方法
,

防止学生产生
“

实验误差是衡

量实验成败的判据
”

的错误观点
。

等条件独立多次重复测量的平均值 无 和标准

偏差
。 可分别表示为

:

测量中的每一次测量数据均有 68
.

3% 的几率出现

在「* 一 。 ,

无 + 口」范围内
。

但事实上
,

我们关心的是

测量平均值 (或最佳期望值 ) 的可信度
,

而非单次

测量的可能偏差 (误差 )
。

2 平均值标准偏差的意义

通常一个物理量是经由测量数个其他物理量
,

再藉由它们之间的物理关系计算而得出
。

例如
:
动

量是由质量与速度测量值相乘而得 (速度又由位移

与时间测量值得出 )
。

当测 量时
,

质量
、

位移与时

间的个别误差将影响最后结果的误差
。

这是误差传

递问题
。

假设
x
代表某一个物理量

,

并由 (
“ , 。 ,

… ) 等测

量值所决定
,

即
二 =

f(
。 , : ,

… )
。

若以 (瓦
,

。
,

… ) 分

别代表 (
二 , 。 ,

… )等量的平均值
,

则平均值 * =

f( 瓦
,

云
,

… )
。

对于某一组测量样本数据
,

可 以表示为
x ` =

、了̀、、 .产11
2

了吸̀、 /

`
、

X

·

名=il

一一

X一十一X一乙门
2

一n十一2一X一+一X一

一一
一X

护
= 工宝(

: , 一 * )
, =

n i三

我们可以发现
:
当

n = 1时
,

无

全
二

子
-

= 劣 l , 口
= 0 ! 即

,

当只有一次测量时
,

平均值为一次测量值
,

且偏差

为零
。

其意为
:
一次测量具有最高精密度 ! 显然

,

这违反了测量误差的客观事实 ! 学生要问
:
为什么

会出现这一
“

谬论
”

? 回答这一问题的关键在于随

机误差符合高斯分布的前提条件
:
每单次独立测量

必须要求在相同的环境下进行
,

且互不相关
。

事实

上
,

当考虑有限次测量时
,

特别是在极端情况
,

测

量值的相关性显然不可忽视
。

根据定义
,

当
n

~ ao

次测量时
,

标准偏差为

f(
“ ` , v ` ,

… ) 则

x ` 一 无 =

f(
u , , ,

… )
一

f (瓦
,

。
,

… )
=

f J x \
, .

_ 、

f 口x \
,

(而 )
。 、 “ ` 一 “ J + 气丽 )

。 气” ` 一 ” ) +
’ ` ’

(一级近似展开 ) ( 5 )

测量值的方差

。
己

= l i m 土交(
: ` 一 * )

, =

n
~ . n

石

侧黝

其中
,

+ 。
艺(瓮)

; 2 + 6

乱(凳)
。

(鬓)
二

+ …

~
~ 厂

( 6 )

a , = `

座三
、 n

。

毛

其中
, n
为等条件独立测量次数

。

对于有限
n

( 3 )

次测

量
,

平均值等式使独立变量减少一个
,

即等条件独立

测量次数只有
n 一 1

,

从而可定义有限
n
次测量标准

偏差为

,

蕊
= h m

青客
( 一

青客
(一

青客
`一

一
动

2 ,

式
二

一 云 )
2 ,

一 瓦 ) (
: ` 一 云

悠短

。 二 。卜 l 二

丫币幸 ( 4 )

当
n

~ ao 时
,

分母为
n
或

n 一 1是没有差别
,

即
。 。

与
。 。 _ ;

近似相等
。

但是
,

当
n == 1时

,

入
_ ,
没意义

,

也就是说
,

只有一次测 量无法确定测量的标准偏

差 〔“ 一 4 〕
。

从定义
。 。

到
。 。 _ ;

引人的过程
,

没有严格的理

论推导
,

我们只需要理解
“

等条件独立测量
”

的物理

含意
,

通过思维推理便能得到合理分析结果
。

以上定义的标准偏差 (
。 。

或
。 。 _ ;

) 仅代表所有测

量数据与平均值之间平均的偏差量
,

也暗示在
n
次

如果
“ 和 :

(被测物理量 )彼此不相关
,

则
。
乱为

零
。

通常
,

绝大多数实验测量的各个参数间是互不

相干的图
。

于是方差可以简化为

战 _ 。

汀李)
, + 。

汀李)
`

+
·

~

(7)
、 口 u , 反` 一 、 o 刀 , 云̀

根据平均值定义式 ( l) 可知
,

平均值是由各

独立测量值取平均而得到
,

即可理解为
:
平均值是

以各测量值为独立变量的函数
。

从误差传递的角

度
,

平均值误差来源于独立测量值 (
x , , x : ,

…
, x 。

)

的误差
,

且平均值标准偏差 几 由式 ( 7 ) 决定
,

即

·
:

=

客I
·
:
`

(轰)
’

]
=

育
( ` ,
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习闭一
·

习曰
x `

习 yi -

X iyi习i=l

艺
: iy `

艺
x ` 一

习 , `习
二`

_ 三丝一一一去已一一一一全丝一一三

f 又
, 、 2

气` J x i ) 一

i二 l

上式中
a
为直线斜率

,

b 为其截距
。

根据误差传递
,

可求出
a 和 b的误差

。

认为
a ,

b为
二`
和 y `函数

,

并假

设
二`
没有误差

, 。 ,

6 的误差是由 y ` 的误差所传递
。

=

(艺
: `

)
’ -

=

去(客
X ` -

二

去(
劣 /

客
ix

xn `

)
,

一

全
二

子

。丝权丝奴令则且

·

名
1

一护△

即平均值标准偏差 二 =

段
其意义是

:
每次 (组 ) 多次实验所得平均值都

不会相同
,

这些平均值也会形成一种分布
,

平均值

标准偏差便是代表这些不同的平均值的可能差异性

(精密度 )
。

从上述的分析结果
,

可得 出结论
:
标准偏差

。

显示单次实验测量值与平均值间可能偏差的程度

(单次测量的精密度 ) ;重复 (增加实验次数 ) 并不会

减少其数值
。

平均值标准偏差 ` 则显示所得平均值

的可重复性程度 (即
,

结果的精密度 ) ;多组重复测量

所计算出平均值的标准差
,

其数值可以通过增加测

量次数而减少
,

且与八 成反比
。

3 曲线拟合分析及应用

事实上
,

我们常常需要测量某物理量 (应变

量 ) 随物理参数 (自变量 ) 变化情况
,

分析它们彼

此间 的关系
,

从而研究变化过 程的内在联系
。

例

如
:
电阻 (纵坐标 ) 随温度 (横坐标 ) 的变化关

系
。

通过曲线拟合分析进一步强化学生的实验数据

准确定量分析能力
,

引导学生尽可能避免使用凭直

觉的
“

描点画线
” “

技巧
” 。

最小二乘法 z[,
5〕便是寻

找出一条合理的描绘实验数据关系曲线 (或函数
,

例如电阻
一
温度函数关系 ) 的分析方法

,

它使所有

数据点到曲线距离的平方总和 (方差 ) 为最小
。

与

标准偏差定义式 ( 2) 比较
,

我们可 以发现
,

这一

方法的实质是使拟合点 (或最可几测量值 ) 与实验

测量值偏差最小
。

若用 (
二` ,

y `
) 表示实验数据点

,

即需要找出 y 二

f( x)
,

使得

可得到 嵘
_ _ 2

二 一

誉
, `
履

= -

其中
,

扩
=

六吝
iy

一
“ )

’ “ ” 线拟合方

。

由于极小值条件限制使独立测量实验点的数目

2
,

从而上式中因子为
n 一 2而非

n 。

线性相关系数

差减为

反
, 又 ,

n `
二 J x iy 云 一 乙山 x j i

i 二 l ` 留 l

。

艺
二

圣
- (全

: `

)
’

。

艺 ,号
一

(习 了̀ )
’

i二 1 1二 I

。 =

艺 [f (
二 `

)
一 , 、」,

为最小值
。

注意
:

对很小可忽略
。

`二 去

以上假设自变量没有误差
,

( 9 )

或相

应用例 1 :
直线拟合

拟合分析的最简单例子是应变量和 自变量之间

为线性关系
。

通过实验数据点 (
x ` ,

y ` )
,

拟合关系

y 二 ax + b
,

希望找出参数 (
a ,

b) 使拟合曲线满足

y 的大小反映了拟合函数与实验点的近似程度
,

若

了的绝对值越接近于 1则表示
x 一 y 数据间越适合

用上述线性关系描述
。

y 对所拟合曲线的合理性给

出一个定量的说明 z[,
6」

。

应用例 2:
有限次测量实验平均值是最佳期望

(估算 ) 值
。

平均值 无是实验测量值
,

即独立变量 (
: ; , x Z ,

…
, x 。

) 的函数
,

它们的关系由式 ( l) 决定

根据最小二乘法
,

要求 无 的取值使

。 =

习 [f(
x `

)
一 , ` 2 二

乙 (
: 一 * ) ,

。 =

习 [f(
二 `

) 为极小
,

即

习 ( 。 ` + b

一 y `〕, =

一 , ` )
2

霎
=

晶(客
(一

, ,
’

)
二

为最小值
。

山丝
~ 刁 a

一 2习
x ` + 2、 二 0

= 。 和
器

= 0
,

可得到

可得到 ` = 2进

孟,
,

有限次测量实验平均值是最佳期

望 (估算 ) 值
。
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